
建築構造力学�（荒木）

第12章　柱の座屈　No. 2

1 目的

以下の事項の理解を目的とする．

• 単純支持柱の座屈条件式（固有値問題）と座屈モード
• 種々の材端条件の柱の座屈荷重と座屈長さ
• 細長比と圧縮強度

2 単純支持柱の座屈条件式

偏心のない圧縮力を受ける単純支持柱では MA = YA = 0であり、たわみ関数は以下のようにかける。

v(x) = C1 sin kx + vA (1)

上式を境界条件 v(0) = v(l) = 0に代入して次式が得られる。

vA = 0, C1 sin kl = 0 (2)

上の第 2式より、C1 = 0または sin kl = 0である。C1 = 0の場合、v(x) = 0となる。一方、sin kl = 0の
場合、C1 �= 0であっても、つまり、たわみが非零であっても境界条件を満たすことができる。このように、
座屈は非零のたわみが存在するための必要条件として記述することができる1。このように、座屈条件を記

述する以下の方程式は、座屈方程式 (buckling equation)と呼ばれる2。

sin kl = 0 (3)

座屈方程式を満たす kl は、nを正の整数として kl = nπ とかける。これと kの定義 k =
√

P/(EI)より、
座屈荷重 PCは以下のように求められる。

PC = n2 π2EI
l2 (4)

P(> 0)を増加させた時に n番目に座屈する時の荷重は第 n次の座屈荷重と呼ばれる。座屈時に生じること
が可能なたわみは座屈モード (buckling mode)と呼ばれ、単純支持柱では以下のようにあらわせる。

v(x) = C1 sin kx (5)

第 n 次の座屈荷重 PC = n2π2EI/l2 に対応する座屈モードは第 n 次の座屈モードと呼ばれる。例えば、
第 1 次の座屈モードは、k = π/l より v(x) = C1 sin(πx/l)、第 2 次の座屈モードは、k = 2π/l より
v(x) = C1 sin(2πx/l)とあらわせる。このように、座屈モードは未定定数を含んだ形であらわせるのが特
徴である3。第 1次から第 3次までの座屈モードを図 1に示す。

1st mode 3rd mode2nd mode

図 1: 座屈モード

1座屈荷重を求める方法は、No. 1 のプリントの偏心荷重のように、非常に小さなたわみ（不整と呼ばれる)を与える方法と、本プ
リントのように非零のたわみが存在するための必要条件として記述する方法に大別される。

2式 (3) は単純支持柱に対する座屈方程式である。座屈方程式は境界条件により異なる。
3非零の解が存在することが可能な特別な P を求める問題は、数学的には固有値問題(eigenvalue problem)と呼ばれる。一般に、

この特別な値は固有値(eigenvalue)と呼ばれ、そのときの非零の解は固有モード(eigenmode)と呼ばれる。
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3 種々の材端条件の柱の座屈荷重

任意の材端条件の柱の座屈荷重を求める一般的な手順は以下のようにまとめられる。

• 静定柱の場合：
1. 釣合式よりMAとYAを求め、たわみ関数の一般解 v(x) = C1 sin kx + v0 − MA(1− cos kx)/P +

YAx/Pに代入する。

2. たわみ関数の一般解を境界条件に代入し、C1と v0のうち、少なくとも一つの未知定数が非零と

なるための条件として PC を求める。

• 不静定柱の場合：たわみ関数の一般解 v(x) = C1 sin kx + C2 cos kx + C3x + C4を境界条件に代入し、

少なくとも一つの未知定数が非零となるための条件として PCを求める。

不静定柱の場合の境界条件の扱いを考える。点 A’における境界条件は、以下のようにまとめられる。

v(0) = vA, v′(0) = θA, MA = M(x) = −EIv′′(0), YA = −Q(0) + Pv′(0) = EIv′′′(0) + Pv′(0) (6)

点 B’における境界条件も同様にあらわせる。ここで、上式の YAに関する境界条件について考察する。図 2

に示すように、点A’での y方向の外力 YAと点 C’でのせん断力 Q(x)の方向は平行ではない。自由体A’C’

に関する点 C’において、材軸方向に ξ 軸、材軸直交方向に η軸をとる。この時、η軸方向の力の釣合式は

以下のようにあらわせる。

Q(x) + YA cos θ − P sin θ = 0 (7)

ここで、θ � 1より cos θ = 1、sin θ = θ = v′ の近似を導入すると、Q(x)は以下のようにあらわせる。

Q(x) = −YA + Pv′(x) (8)

また、前回の授業で誘導したように M(x) = P{v(x)− vA} + MA − YAx であるので、この両辺を xで微
分すれば以下の式 (9)が成り立つ。式 (9)を式 (8)に代入して整理すれば、式 (6)の第 4式が得られる。

Q(x) = M′(x) = −EIv′′′(x) (9)

幾つかの代表的な境界条件を持つ柱の座屈荷重と座屈モードについて、単純支持柱の座屈荷重と座屈モー

ドを基準としてまとめたものを図 3に示す。各境界条件における座屈荷重 PCと部材長 lに対して、次式を
満たす lk は座屈長さ (buckling length)もしくは有効座屈長さと呼ばれる。

π2EI
l2
k

= PC (10)

座屈長さの概念を導入するメリットは以下のようにまとめられる。

1. 図 3に示すように、単純支持柱の座屈荷重の公式 PC = π2EI/l2 さえ記憶しておけば、各座屈モード

を単純支持柱の座屈モードと比較することにより、座屈モードから座屈荷重を計算できる。

2. 次章で述べる圧縮力を受ける部材の設計式を簡潔に表現できる。
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図 2: 自由体 A’C’に関する材軸直交方向 (η軸方向)の力の釣合
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図 3: 各種の境界条件の柱の座屈モードと座屈荷重

4 細長比と圧縮強度

与えられた境界条件における柱の座屈長さを lk とする。この柱の座屈荷重時の垂直応力を σC とし、部

材の断面積を Aとすると、σC は以下のようにあらわせる。

σC =
PC
A

=
π2E

l2
k

I
A

(11)

ここで形状をあらわすパラメタとして断面 2次半径 (radius of gyration) rと細長比 (slenderness ratio) λ

を以下のように定義する4。細長比は有効細長比とも呼ばれる。

r =

√
I
A

, λ =
lk
r

(12)

この時、λは部材の細長さをあらわし、λが大きいほど柱は細長く、λが小さいほど柱は太短いことがわか

る。これらの関係式より、σC は λを用いて以下のようにあらわせる。

σC =
π2E
λ2 (13)

部材が圧縮で塑性化するときの応力を σY とする。圧縮を受ける部材の強度は σYか σCのいづれか小さいほ

うにより定まる。これらの関係を図 4に示す。設計では、これらの圧縮強度に安全率を考慮して許容応力

σa を定め、設計荷重を与えた時に発生する応力が許容応力以下になるように部材の断面寸法を定める。

σ

λ

σY

σC

σa

図 4: 細長比と圧縮強度の関係

4 I は長さの 4 乗、A は長さの 2 乗の単位を持つので、r は長さの単位を持つ。また λ は長さの比であり無次元量である。
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建築構造力学�（荒木）

第12章　柱の座屈　No. 2　演習問題
学年（　　　　　　）　　番号（　　　　　　）　　氏名（　　　　　　　　）

1. 長さ l、断面積 A、断面 2次モーメント I、ヤング係数 Eの片持ち柱の座屈荷重と座屈モードを固有

値問題より求める。以下の問いに答えよ。

ヒント：静定柱のたわみ曲線 v(x) = C1 sin kx + v0 − MA
P

(1 − cos kx) +
YA
P

x

(a) 柱頭を xy座標の原点として考える。C1 と v0を未知定数としてたわみ曲線 v(x)をあらわせ。

(b) 非零のたわみが存在するための必要条件から座屈方程式をかけ。

(c) 第 1次と第 2次の座屈荷重 PC を求めよ。

(d) 第 1次の座屈モードを求め、C1 > 0であるとして概形を図示せよ。

(e) 細長比を求めよ。



建築構造力学�（荒木）

第12章　柱の座屈　No. 2　演習問題解答
1. (a) MA = YA = 0よりたわみ曲線は以下のようにあらわせる。

v = C1 sin kx + v0

(b) 境界条件 v(l) = v′(l) = 0より次式が得られる。

C1 sin kl + v0 = 0, kC1 cos kl = 0

k > 0なので、上式の第 2式より C1 = 0または cos kl = 0となる。C1 = 0の場合は、第 1式よ

り v0 = 0となるので、非零解を持たない。よって座屈方程式は以下のようにかける。

cos kl = 0

(c) 第 1次の座屈荷重 PC1と第 2次の座屈荷重 PC2は、それぞれ kl = π/2と kl = 3π/2より以下

のように求められる。

PC1 =
π2EI
4l2 , PC2 =

9π2EI
4l2

(d) P = PC1 の時は、k = π/(2l)である。これと C1 sin kl + v0 = 0より、v0 は以下のようにあら

わせる。

v0 = −C1 sin kl = −C1

これをたわみ曲線に代入して次式が得られる。

v = C1

(
sin

πx
2l

− 1
)

C1 の符号と座標の向きに注意して、座屈モードの概系は以下のようにかける。

x

y
vT = −C1

(e) 座屈長さは次式より 2lである。
π2EI

l2
k

= PC1 =
π2EI
4l2

よって、細長比は以下のように求められる。

λ =
lk
r

= 2l

√
A
I



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 15%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (Japan Color 2001 Coated)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.5
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /UseDeviceIndependentColor
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile (Japan General Purpose Defaults)
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 1200
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 1200
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /FRA <>
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for improved printing quality. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later.)
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
    /KOR <FEFFd5a5c0c1b41c0020c778c1c40020d488c9c8c7440020c5bbae300020c704d5740020ace0d574c0c1b3c4c7580020c774bbf8c9c0b97c0020c0acc6a9d558c5ec00200050004400460020bb38c11cb97c0020b9ccb4e4b824ba740020c7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c2edc2dcc624002e0020c7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b9ccb4e000200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe7f6e521b5efa76840020005000440046002065876863ff0c5c065305542b66f49ad8768456fe50cf52068fa87387ff0c4ee563d09ad8625353708d2891cf30028be5002000500044004600206587686353ef4ee54f7f752800200020004100630072006f00620061007400204e0e002000520065006100640065007200200035002e00300020548c66f49ad87248672c62535f003002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d5b9a5efa7acb76840020005000440046002065874ef65305542b8f039ad876845f7150cf89e367905ea6ff0c4fbf65bc63d066075217537054c18cea3002005000440046002065874ef653ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000520065006100640065007200200035002e0030002053ca66f465b07248672c4f86958b555f3002>
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308000200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e30593002537052376642306e753b8cea3092670059279650306b4fdd306430533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e30593002>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [1200 1200]
  /PageSize [595.276 836.220]
>> setpagedevice




